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Исследовано рассеяние плоской электромагнитной волны неоднородном включении в безграничной 
однородной среде. Численное решение задачи рассеяния для Н-поляризованной волны проведено с помощью 
интегро-дифференциальных уравнений по сечению рассеивателя в сочетании с методом моментов. 
Полученные уравнения описывают распределение рассеянного поля как внутри включения, так и во внешней 
области. Приведены графики, иллюстрирующие поведение рассеянного поля в ближней зоне. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: неоднородное включение, метод интегро-дифференциальных уравнений, метод 
моментов, рассеяние плоских волн, Н-поляризация.  
 
Досліджено розсіяння плоскої електромагнітної хвилі на неоднорідному включенні в безграничному 
однорідному середовищі. Чисельний розв’язок задачі розсіяння для Н-поляризованої хвилі проведено за 
допомогою інтегро-диференційних рівнянь за поперечним перерізом розсіювача у поєднанні з методом 
моментів. Отримані рівняння описують розподіл розсіяного поля як всередині включення, так і у зовнішній 
області. Наведено графіки, що ілюструють поведінку розсіяного поля в ближній зоні. 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: неоднорідне включення, метод інтегро-диференційних рівнянь, метод моментів, 
розсіяння плоских хвиль, Н-поляризація. 
 
Under investigation is the plane electromagnetic wave scattering on inhomogeneous inclusion in unbounded 
homogeneous medium. The scattering problem numerical solution for H-polarized wave is completed by integro-
differential equations on the scattering cross-section and method of moments. The obtained equations characterize the 
scattered field distribution both inside actuation, and in external area. Illustrative results for scattered field in near-
field region are presented. 
KEYWORDS: inhomogeneous inclusion, integro-differential equations method, method of moments, plane wave 
scattering, Н-polarization. 
 
Теоретическое моделирование взаимодействия плоских электромагнитных волн с неоднородными 
изотропными объектами представляет интерес во многих физико-технических приложениях, таких как 
неразрушающий контроль и дистанционное зондирование. В работах [1, 2] рассматривалось рассеяние 
волн на изотропных телах в изотропной среде. Рассеяние гармонических волн на однородном 
изотропном цилиндре с произвольным поперечным сечением рассматривалось в работе [3]. Для решения 
задачи рассеяния плоских волн на включении удобно использовать метод интегро-дифференциальных 
уравнений [4-6].  Для численного решения интегро-дифференциальных уравнений используется метод 
моментов [7, 8].  
 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассмотрим наклонное падение плоской Н-поляризованной электромагнитной волны на включение 
в форме бесконечного изотропного цилиндра  прямоугольного сечения в безграничной среде (рис. 1). 
Включение располагается в однородной изотропной среде с диэлектрической проницаемостью   
и магнитной проницаемостью 1 . Распределение диэлектрической проницаемости в прямоугольном 
включении характеризуется скалярной величиной p , а магнитная проницаемость 1p  . 
В соответствии с геометрией задачи (рис. 1) H - поле падающей волны может быть записано 
в виде: 
 ,)sincos(exp 000  zyikH x   
где 0 - угол скольжения падающей волны. Зависимость от времени выберем в виде 
tie  . 
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Из уравнений Максвелла следует, что в рассматриваемом случае Н-поляризации ненулевые 
компоненты электрического поля zy EE ,  можно выразить через единственную отличную от нуля 
компоненту магнитного поля xH : 































                                                              (2) 
где yzJ ,  - проекции вектора плотности тока электрических сторонних источников, 0k  - волновое число 
в вакууме. 
Предположим, что внутри включения отсутствуют сторонние токи, тогда выражения для 

























                                               (3) 
Исключая zy EE , из уравнений Максвелла, получим дифференциальные уравнения относительно 
основной неизвестной функции xH . В свободном пространстве и внутри включения они принимают 































                                                (4) 
где 

  – оператор набла в плоскости yOz , 0kk   волновое число вне включения, pp kk 0  –
 волновое число внутри включения. 
Для нахождения xH  воспользуемся известной идеей [9] о том, что электромагнитное поле 
в присутствии тела, совпадает с полем в отсутствии тела, которое порождалось бы суперпозицией тех же 














                                             (5) 
которые локализованы внутри включения. Здесь zy EE ,  - неизвестное электрическое поле внутри 
включения.  
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                         (6) 
 zy,  
Введем в рассмотрение решение )',( rrG

 для задачи по отысканию  rH x

, которое отвечает 
точечному источнику )'()'( rrrq

  , удовлетворяющему условиям излучения на 
бесконечности )'(  rr

. 














   .                                                  (7) 
Как известно, решением этого уравнения является функция Грина. 








                                            (8) 
где 
(1)
0H  – функция Ханкеля первого рода нулевого порядка, ,y z  - определяют точку наблюдения, 
а ', 'y z  – точку источника. 
С помощью функции Грина мы можем решить уравнение (6), которое соответствует исходной 
задаче для  rH x

. Ее решение запишем в виде: 
     ')'()',(0 rdrqrrGrHrH xx

,                                                  (9) 
где интегрирование ведется по всей плоскости yOz . 
Интегро-дифференциальное соотношение, связывающее электрическое и магнитное поле, имеет вид 











  (10) 
 zy, , pyz ',' , 'd - элемент плоскости p . 
Подставим выражение (9) для  rH x

 в прямые формулы для zy EE , , считая, что точка r

 





































































































Если решение этих уравнений известно, то формула (10) позволяет найти функцию )(rH x

 в любой 
точке плоскости yOz , а соответствующие прямые формулы для zy EE ,  - рассчитать эти величины 
всюду вне включения. Описанная последовательность действий положена в основу алгоритма решения 
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рассматриваемой задачи рассеяния. Полученные формулы позволяют определить рассеянное поле как 
в дальней, так и ближней зоне. 
При исследовании распределения полей в дальней зоне используется асимптотика функции Ханкеля 
при условии, что ее аргумент намного больше единицы. Асимптотическая формула для x - компоненты 









    ')sin'cos'(exp)'(cos)'(sin
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    . 
 
ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
При отыскании численного решения уравнений (11), (12) мы аппроксимируем поперечное сечение 
включения ступенчатой фигурой с помощью прямоугольной сетки, которая состоит из одинаковых ячеек 
размером zy  . Можно приближенно полагать, что в пределах каждой ячейки неизвестные величины 
zy EE ,  постоянны. Рассматривая интегро-дифференциальные уравнения (11), (12) в центре каждой 


























)( , m = 1, 2,…, К.                                            (14) 
Здесь ymE и zmE  – неизвестные значения величин yE  и zE  в m-й ячейке; К – общее число ячеек, 
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m zyikQ  ,                                            (16) 
где mr  – центральная точка ячейки с номером m, mS  – площадь m-й ячейки. 








mn KKKK ,,, , который сводится к вычислению линейных 
интегралов по контуру ячейки, описан в работах [8, 10]. Система линейных алгебраических уравнений 
(13) и (14) решалась численно методом Гаусса. 
На рис.2, 3 представлено численное решение задачи рассеяния плоской Н-поляризованной волны 
единичной амплитуды, которая падает из верхнего полупространства нормально к включению.  
Прямоугольное включение имеет размеры 3.00 hk .6.00 lk  При численных расчетах включение 
разбивалось на 72 ячейки (12 разбиений по горизонтали, 6 – по вертикали). На рисунке сплошная линия 
относится к случаю однородного изотропного включения с диэлектрической проницаемостью 
.4,2  p  Пунктирная линия отвечает неоднородному включению, которое состоит из 
чередующихся слоев параллельных оси z  с диэлектрическими проницаемостями .4,3 21  pp    
Рис. 2 иллюстрирует угловое распределение поля в дальней зоне. Из рисунка видно, что рассеянное 
поле на неоднородном включении имеет искажения, по сравнению с рассеянным полем на однородном 
включении, которые обусловлены неоднородностью включения. 
                        В.В. Кузьменко,  О.В. Багацкая, С.Н. Шульга / Численное решение задачи рассеяния…                    7 
 
    
Рис. 2. Рассеянное поле на включении в дальней зоне         Рис. 3. Рассеянное поле на включении в ближней зоне 
В случае однородного изотропного включения график на рис. 3 симметричен относительно точки 
0y , так как плоская волна падает нормально к включению. Осциллирующий характер приведенных 
зависимостей отражает значительную роль интерференционных явлений при формировании рассеянного 
поля в ближней зоне.  
ВЫВОДЫ 
С помощью метода интегро-дифференциальных уравнений и метода функции Грина найдены 
формулы, позволяющие определить электрическое и магнитное поле внутри и вне включения. Получены 
формулы, описывающие рассеянное поле как в дальней, так и в ближней зоне. Используя метод 
моментов и метод Гаусса для решения СЛАУ, получено численное решение задачи, приведены 
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